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《論　説》
国有化と産児制限によるカオス的経済成長の安定化について
横　　尾　　昌　　紀
概　　要
　生産を含む世代重複モデルにおいて，２つのマクロ政策の混合を検討する。ひとつは，政府が資本や土地な
どの資産を国有化し，民間部門に永続的に貸与することである。もうひとつは，産児制限などにより人口成長
率を制御することである。政府が存在しない単純な経済では，一般に定常状態は，ひとつの最適性の条件であ
る黄金律を満たさないが，第１の政策により発生する定常状態のひとつは黄金律を満たす。しかし，その黄金
律定常状態は，必ずしも動学的安定性を持たず，場合によっては，カオス的な不変集合に含まれる。特にその
ような場合に，第２の政策として，カオスの特性を利用する OGY法を援用することで，人口成長率を任意に
小さな振れ幅で制御しながら，不規則に変動する成長循環経路を黄金律均斉成長経路に同期させる方法を議論
する。
１　はじめに
　景気循環あるいは成長循環と呼ばれるマクロ経済現象は，古くから経済学者の興味の対象である。
経済変動の根源を経済の体系の内部に求める，いわゆる内生的景気循環論の文献では，1980 年代以降，
力学系理論およびその関連分野の発展に影響されて，カオス（chaos）に代表されるような，動学的
な経済における複雑性の研究がなされてきた。とりわけ，世代重複モデル（overlapping generations 
model）は，扱いの容易さの他，次の点から重要であると考えられていると思われる。ひとつは，伝
統的ケインズ派などの不均衡マクロモデルと異なり，世代重複モデルがミクロ経済学的な基礎をもつ
マクロ経済モデルであるという点から。いまひとつは，同じ一般均衡の枠組みでありながら，最適成
長モデルでは，問題意識の方向性から，相対的に扱いづらい非効率性が，世代重複モデルでは素朴な
枠組みで容易に生み出されるという点からである。後者は経済政策に関する議論の素地を提供するの
で特に重要であろう。
　本稿は，動学的な複雑性をもつ世代重複モデルを材料にしつつ，通常のマクロ経済政策の手段とし
ての財政・金融政策からみると，必ずしも標準的ではない政策手段である土地・資本などの国有化や
産児制限について考察する。ここでの議論は，中華人民共和国における，日本と異なる土地制度や「一
人っ子政策」にみられる人口政策を考える際になんらかの洞察を与えるかもしれない。
　ここで議論するは，一種のポリシーミックスである。まず，経済の初期の状態で国家なり政府なり
が民間に対し，純債権者となりえることを想定する。例えば，戦争，革命，内乱などの混乱の後に政
府が土地や生産手段を民間から一旦収用し，それを民間に貸し出すことを考えてもよいかもしれない。
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この‘政策’に加えて，政府が人口成長率を一定の範囲で自由に決定できる状況を想定する。実際問
題としては，人口成長率を上げることは，下げることに比べて，人権上の問題がさほど重要視されて
いない状況にあれば，相対的に困難ではあろう。いずれにせよ，本稿では，この２つの政策手段を組
み合わせることで，放置しておけば非効率な定常状態に収束する経済を，複雑に乱高下する経済成長
経路へ一旦移行させ，次に，まさにその複雑性を利用することで，好ましい成長経路に経済を誘導す
るという政策について議論をする。
　前段落の「複雑性を利用して，好ましい成長経路に誘導する」という考えは，1990年代に非線形
科学の分野で開発された OGY法（Ott, Grebogi and Yorke 1990）に基づくもである。これは動学的複
雑性のひとつであるカオスの性質を利用した一種の制御理論で，カオスがもつ，状態空間内の一定の
集合上を隈なく経巡るという性質と，そこに含まれる鞍点がもつ一方向に安定的であるという性質を
組み合わせて利用する。詳細については本文を参照せよ。経済学に応用された例は多くはないが，不
均衡マクロモデルに応用した例として，Kaas（1998） などがあげられる。
　本稿は以下のように構成される。第２節では，以降使用する政府債権を加味した世代重複モデルの
導出とその簡単な分析を行う。第３節では，主に OGY法をこのモデルに適用することに主眼を置く。
第４章で，本稿の結果をまとめる。
２　政府の資産を考慮した世代重複モデル
2.1　モデルの導出
　標準的な，生産を含む１部門の世代重複モデルを考えよう。家計は２期間（若年期と老年期）生き
る個人からなり，両期間の消費水準から得られる効用の最大化を目的とする。また，労働供給は若年
期にのみ行われ，それは実質賃金率に対し非弾力的である。一方，企業は一期ごとに設立・解散し，
資本と労働を用いて，生産を行い，利潤の最大化を目指す。このモデルで生じる正の定常状態は，一
般に黄金律（golden rule） の基準を満たさず，しばしば，パレートの意味で非効率な，資本の過剰蓄
積を引き起こすことが知られている。詳細については標準的な教科書（例えば，Blanchard and Fischer 
1989 ，大住・川畑・筒井 2006）を参照せよ。
　さて，ここで上記の標準的な無政府的な世代重複モデルから出発して，以下のような政府を新たに
登場させよう。この政府は初期の段階で，資本財として転用可能な資産を保有している。モデルの枠
組みを若干超えて広く解釈すれば，政府が民間の土地所有を認めず，国有化している状況を想像する
とよいかもしれない。以下で，誤解を恐れず，この政府の資産を「土地」と呼ぶことにする。土地の
総量を  で表す。政府は土地を期初にすべて民間に貸し出し，それ以降は，市場を通じ自由に取引
させる。この状況を以下のようにモデル化する。
　まず，企業は，資本  と労働  を用いて生産を行う。生産技術は新古典派的な１次同次の粗生産
関数で表される。通常のように，  期における一人当たりの資本ストックを と表し，一人
当たりの産出量を集約型の生産関数を用いて  で表す。  期の資本の実質収益率を ，労働の実
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質賃金率を  とし，資本減耗率を  とすれば，１階の条件より，
(１)
(２)
が成り立つ。以下で，粗生産関数を次のような CES型に特定化する。
(３) 
(４)　 
　ただし， ,  ,   である。資本と労働の代替の弾力性は  で
与えられる。以下では，代替の弾力性が１ より小さい，すなわち，  の場合を考察する。
　次に，各家計は，Cobb-Douglas 型の効用関数を持ち，以下の効用最大化問題に直面する。
　ここで， は実質賃金率で，労働供給は１ である。係数  は，後でみるように，賃金所得
に対する貯蓄割合である。 ,  は，それぞれ  期における，若年期の消費水準，老年期の消費水準
を表す。  は  期の貯蓄水準， は  期の土地需要を表す。  は，地価を価値尺度としたときの  
期の物価水準である。 は  期の期待実質利子率である。
　効用最大化一階の条件より，直ちに，任意の  に対し，
（５）
(６)
が成り立つことが分かる。式（５）は，土地と資本が同時に保有されるための無裁定条件であること
に注意する。完全予見を仮定すれば，
(７)
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となる。
　また，   期の人口を で表し，人口成長率は一定の であるとすると，人口の推移式は，任意
の  に対し，
(８)
となる。ただし，初期人口  は所与である。
　土地の市場均衡条件から，任意の  に対し，
（９）
より，
（10）
が成り立つ。上の式（10）に対し，（１），（５），（７），（８）を考慮すれば，
（11）
を得る。ただし，
（12）
である。
　資本市場の均衡条件より，
（13）
なので，（２），（６），（８），（12） を使うと，
（14）
を得る。（11）と（14）より，  を消去すると，一人当たりの資本ストックに関する以下の差分方程
式を得る。
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（15）
　ただし，
（16）
である。式（11） および（14），ないし，式（15） で表される世代重複モデルは，基本的に Yokoo（2000） 
で与えられた例と同一である。ただし，Yokoo（2000） では，  のもとで議論している。また，
政府資産を負値に置きかえれば，貨幣などの資産のバブルを導入した Tirole（1985）による世代重複
モデルと形式上は同一となる。すなわち，ここでの「土地」は形式的に Tiroleのモデルに置き換えれば，
「負の貨幣」あるいは「負のバブル」の役割を演じていることになる。ただし，Tirole の設定のもとでは，
可処分バブルは正でなければならないことが指摘されているが，ここではその状況とは異なる。
2.2　定常状態
　一人当たりの資本ストックに関する２階の差分方程式（15）から，定常状態の条件は，大きく分け
て２種類に分けられる。ひとつは，
となる定常状態 である。上付きの“D”は，Tirole（1985）にならって，Diamond 均衡の頭文字で
ある。これは，政府が存在しない場合の均衡状態に対応する。言い換えると，政府が存在したとして
も，それが提供する土地が価値をもたない経済である。しかし，この均衡は，生産関数が（３）で与
えられている場合には，必ずしも存在が保証されない。特に貯蓄係数  が十分に小さい場合は，正の
は存在しないことが示せる。もうひとつのありうべき定常状態は，
（17）
を満たす である。式（17）は黄金律の条件に他ならない。政府資産の導入により，新たに発生し
た定常状態であり，逆に，無政府の場合は，この定常状態は特殊なパラメータ値を除いて存在しない。
黄金律定常状態は，定常状態で比較した場合，一人当たりの消費水準が最大化される状態である。任
意の に対して， であるので， は存在すれば，一意的である。経済は自律的にこの
定常状態へ収束するであろうか？もしそうであれば，これ以上の政策的議論は必要ないかもしれない。
2.3　カオス的動学
　モデル分析を簡略化するために，いくつかのパラメータを特定化しよう。生産関数（３）において，
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とおく。これを経済学的に正当化する理由はないが，分析を用意にする。さらに，
とおく。これは資本の消耗率が 100 ％であることを意味するが，１期間を十分に長く取れば正当化さ
れるであろう。このようなパラメータの設定のもとで，（15）に対し，
とおくと，同値な以下の経済系を得る。
（18）
　ここで，
（19）
である。すなわち，人口成長率  であるのは，  のときである。  のとき，  相
平面上の点  は，他のパラメータに依存せずに経済系（18） の黄金律定常状態となること
が分かる。このモデルの詳細な動学は Yokoo（2000） で調べられている。重要な性質として，貯蓄係
数 s が十分小さく，β が十分大きいときに，黄金律定常状態が（双曲型の）鞍点であり，かつ，経
済系（18） が黄金律定常状態に関する横断的同宿軌道（transverse homoclinic orbit ）をもつことが分かっ
ている。これは，Poincaré-Smale-Birkhoffの同宿点定理から，この経済系が部分力学系として馬蹄写
像（horseshoe map） をもつことを意味する。更に，βに関するパラメータ族が同宿分岐（homoclinic 
bifurcation） （例えば，Palis and Takens 1993 を参照せよ）を引き起こすことも Yokoo（2000）で示され
たが，これは，Mora-Viana の定理により，観測可能な不規則な挙動をもたらす（カオス的な）奇妙
なアトラクタ（strange attractor） の存在を保証するものである。
　図１は，（18） に対し，パラメータを
（20）
と設定したとき，適当に与えた初期条件  に対する軌道を，過渡的な部分を排除して，数値計
算してプロットしたものである。
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　図１では，いわゆる Hénon-like の奇妙なアトラクタが観察できる。黄金律定常状態はこのアトラク
タ内に含まれているように見える。実際にこのパラメータの組み（20）に対して，数値実験で観察さ
れる特定の状況が，非常に長い周期の周期アトラクタではなく，奇妙な（カオス的）アトラクタであ
るのかどうか，さらに，そうであったとして，本当に，黄金律定常状態がこのアトラクタに含まれて
いるのかどうか，といった厳密な議論は本稿の射程を超える。
　本稿での議論で重要な点は，Yokoo（2000）の分析も考慮すれば，以下のように要約できよう。
（ⅰ）　政府資産（土地）の民間への貸し出しにより黄金律定常状態が発生する。
（ⅱ）　黄金律定常状態は鞍点になりえる。
（ⅲ）　鞍点の黄金律定常状態はカオス的アトラクタに含まれえる。
（ⅳ）　（ⅲ）が生じた場合，経済が黄金律定常状態に自律的に収束することはない。
図１： カオス的アトラクタ。A =２, α =0.5, β =８, s =１, n = ０ （i.e. ρ =１） 。黄金律定常状態（１, １） はこの不変
集合の中に含まれる。
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３　人口成長率制御による安定化政策
3.1　大規模な人口政策
　いま，政府の権力が強大で，人口成長率を政府が制御できる状況を想定しよう。図１で示される
ような，黄金律定常状態は存在するが，経済はその周期を変動し続け，定常化する傾向がない場合に，
政策当局は人口成長率をどのような方向に誘導するべきか？まず，人口成長率と動学的な特性につい
て大まかな知識を得るために，パラメータ値の組（20） で， （したがってρ）を除く他のパラメー
タを一定として，  を‘現実的な’ 範囲で動かし，対応する分岐図を図２ にプロットしてみる。
　図２ において，  を－ 0.5 から 1.5 まで動かしたときの各  の値に対し，経済系（18） で生成され
る点列  を縦軸にプロットしている。縦に点線を入れてある部分  が，図１ に対応す
る。特殊なパラメータの組合わせではあるが，ここから読み取れるのは，（20）についてのみ言えば，
人口成長率の減少は経済変動の振れ幅を大きくしやすく，人口成長率の増加は逆に経済を安定化させ
る傾向にあるということであろう。  が 0.25 から 0.5 へ増加するにつれて，典型的な（逆方向の）周
期倍分岐（period-doubling bifurcation）を通じて黄金律定常状態は安定化されている。問題は，  
したがって  の近辺では複雑な持続的変動が頻繁に観測されることから理解されるように，人
口成長率の小さい変化は，増加的なものであれ，減少的なものであれ，その政策的な効果が即座に
は評価しえないということである。仮に確実に黄金律定常状態が漸近安定な状態になる，例えば，
 の水準に人口成長率を引き上げたとした場合でも，黄金律定常状態自体は定義されている範
図２：分岐図．
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囲で  に関して，（17）により，減少関数であるので，一人当たりの資本ストックは  のときの
 を下回る。また何よりも，人口成長率の急激かつ大幅な変化や，高い成長率を維持しつづけ
るための社会的費用は，モデルにこそ組み込まれていなが，当然甚大であり，その結果，実施は困難
であろう。
3.2　微調整による人口政策
　前小節での大規模な人口政策だと，黄金律定常状態の水準への安定化には，ここで正確には想定さ
れていない甚大な社会的費用と，仮に安定化できたとしても，定常状態の水準，延いては消費水準の
低下というジレンマを抱える。本小節では，図１のように，黄金律定常状態がカオス的アトラクタ
に（おそらく）含まれているような場合に，このジレンマを解消する政策を検討する。そのために，
次のような状況を想定しよう。
　⒜　 黄金律定常状態が存在し，それは鞍点である。すなわち，その定常点の（局所）安定多様体と
不安定多様体が存在する。
　⒝　黄金律定常状態がカオス的アトラクタに含まれている。
　⒞　人口成長率は操作可能だが，その変動幅はごく狭い範囲に限られている。
　現古典的なカオス制御の理論として，Ott, Grebogi and Yorke （1990）による方法（以下，OGY 法）
が知られている。簡単にその理論を本稿でのモデルに基づいて説明しよう。上の（a） と（b） の状況から，
鞍点の黄金律定常状態はカオス的アトラクタに含まれているが，アトラクタ上の動学は位相推移性を
もつので，言い換えれば，その不変集合に稠密な軌道（dense orbit） をもつので，定常状態の任意の
近傍に対して，経済状態がいつかはそこに入り込む。そのときに，次の時点の経済状態が定常状態の
安定多様体上（の近く）に乗るように，制御パラメータ（この場合は人口成長率）を動かして，定常
状態および安定多様体の位置を変化させる。実際には誤差があるため，安定多様体から外れるが，こ
の操作を連続して行うことで，経済状態を目標とする黄金律定常状態に近づけることができるという
ものである。定常状態の安定多様体自体は厳密に計算できないが，目標の近傍を十分小さくとること
で，その１次近似による誤差は小さくできる。
　具体的に，我々の経済モデルに対してこの制御を行ってみよう。ここでの応用は，Lai and Grebogi 
（1993）の記述に依拠している。経済系（18）を
（21）
と書く。ここで，
  （22）
　制御の基準となる人口成長率はゼロ，すなわち，  とする。  時点のρの水準を  と書く。
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基準値の  のもとでの黄金律定常状態  は，
である。  の周りで，経済系（21）を線形化すれば，
（23）
となる。ここで，
は，それぞれ  で評価した，２×２ のヤコビ行列と，２×１の列ベクトルである。いくら
か面倒な計算をすると，
（24）
となる。ここで，
である。ヤコビ行列  の固有値，すなわち，
　　　  は単位行列 ,
の解を貯蓄係数  の関数とみて，  とする。このとき，与えられた十分大き
な  に対し，十分小さな任意の  に対して，  は実数で，
を満たす。すなわち，黄金律定常状態は鞍点型となる。  を安定固有値，  を不安定固有値，対応
する固有ベクトル  を安定（不安定）固有ベクトルとする。このとき，
と計算できる。  の局所安定多様体は  で安定固有空間に接しているので，ここで線形化した系（23） 
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を使って，  が  の安定固有空間に乗るようにしたい。そのために，  のそれぞれの反変ベク
トル（contravariant vector）  を求めるが，それは  を横に並べた行列  とその逆行列  を使っ
て，以下のように見出せる。
（25）
　ここで，
であることに注意する。  から，直交条件を（23） に適用すれば，
が満たされなければならない。よって，いくらかの計算を行うと，経済の軌道が  期に黄金律定常状
態の近傍に入ったときに，人口成長率因子の値  は以下のルールに従って決定すればよいというこ
とが分かる。
（26）
ただし，
である。
3.3 シミュレーション
　前小節で得られた OGY法に基づく人口成長率に関する政策ルール（26）により，図１で観察さ
れるカオス的変動を黄金律定常状態へ誘導できることを数値計算により確認する。
まず，パラメータ値が（20）で与えられているときの，図１に対応する一人当たり資本ストックの
時系列を図３に示す。制御をしていない状態では，不規則な成長循環が持続する様子が観察できる。
　カオス制御を OGY法で行うにあたり，目標の黄金律定常状態  の近傍の大きさ  を予め設定する
必要がある。ある時点  において，  となったとき，  に対し（26）の政策ルー
ルによる制御を続け，  が大きくなるにつれ，  をゼロに近づけたい。ここでは，２種類の 
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 の値を考える。ひとつは  ＝ 0.05 の場合，もうひとつは，  ＝ 0.01 の場合である。図４に，  ＝ 0.05 
として制御を行った場合の時系列が示されている。図中の点線の時点が制御待ち状態に入った時点で
図４：制御を行ったときの資本ストックの時系列。ε＝0.05 のとき。
図３：制御を行っていないときの資本ストックの時系列。パラメータは図１ と同じ。
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ある。しばらく変動が続いた後に，  が  の近傍に入り制御が開始されるや否や，首尾よく黄金律
定常状態の水準に誘導されているのが分かる。対応する人口成長率  が図５に示さ
図５：制御を行ったときの人口成長率の時系列．ε＝0.05 のとき．
図６：制御を行ったときの資本ストックの時系列。ε＝0.01 のとき。
－ 14－
横　尾　昌　紀14
れている。この場合，一旦人口成長率を 0.1 ポイントほど下げ，徐々にゼロに近づけている。
　図６では，  ＝ 0.01 として制御を行った場合の時系列が示されている。初期条件やパラメータの
図７：制御を行ったときの人口成長率の時系列。ε＝0.01 のとき。
図８：図７ の拡大図。
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設定は図４の場合と同じであるが，近傍の大きさが小さいため，  がそこに入り込むまでにより時
間がかかっている。対応する人口成長率  が図７に示されている。図５に比べ，振れ幅が小さい
のが分かる。図７ の○印の部分の拡大図が図８である。制御が開始されると，もともとゼロの人口
成長率を最大 0.015 程度まで引き上げ，徐々にゼロに近づける微調整の様子が観察できる。
４　ま と め
　本稿では，まず通常の世代重複モデルに政府の正の資産を導入し拡張した。これによって，鞍点型
の黄金律定常状態が発生するが，一般に経済がそこに自律的に向かう機構は存在しない。ときにその
経済はカオス的となる。しかし，そのカオスの性質をむしろ利用する OGY法を用いることで，ごく
小さな範囲での産児制限などの人口成長率の制御によって，経済を黄金律定常状態の成長経路に誘導
できることを例示した。
　根本的な注意点として，そもそも黄金律に経済を誘導するのが経済厚生上よいのかどうなのか，詳
しく議論していないことを指摘しなければならない。しかし，OGY法の場合，制御する人口成長率
は幾らでも小さくできるので，厚生の損失があったとしても，それはいくらでも小さくできると予想
される。詳細については，今後の課題としたい。
　また，今回，OGY 法での制御パラメータを人口成長率としたが，他のものでも手法は同様である。
したがって，課税の仕組みをモデルに組み込み，税率などを OGY 法の制御パラメータとすることで，
成長循環のもとでの財政政策の議論をするのも興味深い。これもまた今後の課題としたい。
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On stabilization of chaotic economic growth using
capital nationalization and birth control
Masanori Yokoo
　This paper investigates a policy mix of two macroeconomic policies in an overlapping generations economy 
with production. One policy is that the government nationalizes assets such as productive capital or land and 
lends them perpetually to the private sector. The other one is to control the rate of population growth via e.g. 
birth control. Generally, in a simple OLG economy with no government, the steady states do not necessarily 
satisfy the golden rule, which is a criterion for optimality. However, one of the steady states generated by the 
ﬁrst policy does satisfy the golden rule criterion. Nonetheless, the golden rule steady state does not necessarily 
possess dynamic stability, and may be contained in a chaotic invariant set. Especially, in the last mentioned case, 
we examine how to synchronize the irregularly ﬂuctuating growth paths to the golden rule balanced growth 
path. To do this, our second policy ﬁne-tunes the population growth rate in arbitrarily small amplitude, making 
use of the OGY method, which exploits the features of chaos. 
